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Ë. Préambule 


L'objet de ce problème est d'établir l'existence de sous-espaces vectoriels fermés invariants pour 
certaines classes d'opérateurs linéaires sur l'espace des séries de carré sommable. Le cas des espaces 
réels est considéré dans les quatre premières parties. Les deux dernières parties concernent le cas 
compiexs. 


On notera N,Z,R, C l’ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des nombres réels et des 
nombres complexes respectivement. R* désigne l’ensemble des nombres réels positifs ou nuls. 


Soit (un)nez une famille de nombres réels ou complexes indexée par Z, telle que les séries 
oc 4 
5 lun] et Yen 
n=Ù0 Ha] 
soient convergentes, On écrit alors que 
De lun) < 00 
nËg 
et de plus l’on note 
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Les quatre premières parties sont, dans une large mesure, indépendantes. 
L. Distance à un convexe fermé 


On note {2{Z) l'espace vectoriel réel des suites x = (tr)kez de nombres réels indexées par Z telles 


que 
1/3 
W- [Sal <e 
€eZz 


On rappelle que le fonctionnelle définie ci-dessus est une norme sur l'espace {2(Z). Pour x € f2(Z) 
et y € l*(Z), on pose 


<&,y >= », TUE. 
kEZ 


On sdmettra sans justification que l’on définit ainsi un produit scalaire sur /?{Z). 
1. Soient w et v deux éléments de !?(Z). Montrer que 


le +0? + [fu vf = 2(ref? + 107). 


2. L'objet de cette question est de montrer que l'espace 12{Z} est complet pour la norme définie 
ci-dessus, Soit ({n)}h>0 une suite de Cauchy d'éléments de {2{Z). Étant donné £ > 0, il existe 
donc Ne) € N tel que si n,1 > Ne}, alors 


Ho(n) — u(I}I < €. 


a) Montrer qu'alors on a, pour tout k € Z et tous n,i > N({e) 


lun)x — u(l}el < €. 


b) Montrer que im v(n)4 = Ux existe pour tout k € Z. 


c} Montrer qu'il existe À € N tel que 


1/2 
b wo] < €. 
| 


k\2K 


d} Montrer que pour tout L>K,ona 


1/2 
à & 3. 


LE, 


e) En déduire que l’on à v € l(Z), que 


lim Jen) - v} = 0 


et donc que l'espace {?(Z} est complet pour la norme |! il. 
3. Soit C un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de {2(Z). Soit (v{n}},>0 une suite d'éléments 
de € telle que 
im {u(n)} = à 
où d = inf{ [Jul ; veC). 


a} Montrer que pour tous n,i € N, on & 


b} Montrer qu'il existe un unique point u € C tel que |[uil = d. 


4, On note 8C la frontière de C', c'est-à-dire l'intersection de C' et de l’adhérence de son 
complémentaire {2(Z)\C. On suppose dans cette question que C' est un sous-ensemble convexe 
fermé non vide de l(Z), différent de l'espace l?(Z) tout entier et du singleton {0}. 


a} Montrer que l'ensemble 8C\{0} est non vide. 
b} Montrer qu'il existe v € l?(Z) tel que 


2 
Sin) = 0H) SIG + GIP) - d. 


0 < inf{llu—x| ; ze C } < lvl. 


c) En déduire qu’il existe p € 8C\{0} tel que 


lv-pl = inf{lo-xl; ze}. 


d} Montrer que pour tout g € C',on a 
<v—-p,g—p>< 0. 


IE, Exponentielles d'opérateurs 


1. Soit T une application linéaire de l'espace /2{Z) dans lui-même. Montrer l’équivalence des trois 
conditions suivantes : 


(i} T est une application continue en tout point de 12{Z) ; 
(äi} T est continue en 0; 
{ii} l'ensemble {]T{x)|}; {xll < 1} est un sous-ensemble borné de R. 
On désigne par L{{#(Z)) l’ensemble des applications linéaires continues de {2 (Z) dans lui-même. 
Pour T € L(F(2)), on pose ||Tiz = sup{lT{x)||; Hz] & 1}. | 
2. a) Montrer que L({?(Z)) est un espace vectariel et que la fonctionnelle IL: 112 est une norme sur 
L((2)). 
b} Soit (Ta)h20 une suite de Cauchy dans l'espace L{/?(Z)) normé par ||: {}1. Montrer que pour 
tout x € l#(Z), la suite (T,(x}}h20 est une suite de Cauchy de {?(Z). 
c) En déduire que l’espace L{{?(Z)) est complet pour la norme |! lis. 
3. Soient Set T € L({?(2)). On note TS l'élément de L{12(Z)} obtenu en composant S avec T'; on a 
donc TS = To 8. Soit J € L({2(Z)) l'application identité définie par {{z) = x pour tout x € R(Z). 
Pour tout T € L({?(Z)), on définit T7 par récurrence sur j € N, par T9 = I et TÉHi = TT. 
a} Montrer que l'on a [TS], < NT|:(|S1Iz. 
b) Pour tout entier X > 0, on pose 
ik 1 
Sx(T)= ÿ[ +7? 
$=0 


Montrer que la suite (Sx{(T'}}x>0 converge dans l’espace L(12(2)). 
t} On pose 
Ain Sx(T) = Exp{T). 
Montrer que si À et B sont deux éléments de L{1*(Z)) tels que AB = BA, alors 
Exp(A + B) = Exp(A)Exp(B) 
{on pourrs établir tout d'abord l'inégalité suivante : 


kan 1 in 4... Inn 1 j=t 1 LT 1 ken 1 i 
D ata+ BY - (5 34) 78) < [D =IAl À S2uBhé | - D = (NAIL + HBL)*). 
kæ0 k! $=0 F dx0 il L 30 J fx0 il k:0Q k! 


III. Cônes fermés et sous-algèbres 


On appellera sous-elgèbre de L{!?(Z)) un sous-espace vectoriel À de L(2(Z)) tel que pour tout 
couple (S,T) d'éléments de À, on a ST € À. 


1. Soit D l'ensemble constitué des applications linéaires T telles qu’il existe une suite bornée {ti}kez 
de nombres réels telle que, pour tout v = (u,) € °(Z), on a 


Tvhk = tetk 


pour tout & € Z. Montrer que D est une sous-algèbre de L(P{2)). 
9. On note P le sous-ensemble de 1?(Z) défini par 


P={u=(u) € l(2); nn € R* pour tout k e Z}. 


Soit T € L({*{Z)). Montrer l'équivalence des deux conditions suivantes : 
{Te D. 
{ii} I existe À € R* tel que pour tout # € P, on ait x - Tr) € P et Ar + T(x) € P. 


3. Plus généralement, on appelle cône fermé un sous-ensemble convexe fermé Q de {*(Z) tel que 
pour tout x € Q et tout {€ R*, on a (tx) € Q. On note 


Ag = {Te L(F(2)) ; il existe À € R* tel que Àr-T(z) € Q et Az +T(x) € Q pour tout x € Q}. 


Montrer que AQ est une sous-algèbre de L(l°(Z)). 

4. Soit Q un cône fermé. 

a) Montrer que si $ € L{I?(Z)) satisfait S(Q) € Q, alors Exp(5)(Q} © Q. 
b) En déduire que si T € Ao, alors Exp(T}{(Q) € Q. 


IV. Construction de sous-espaces invariants 


Soit À une sous-algèbre de L{12(Z)). On fait l'hypothèse suivante, notée (H) : 


Il existe un convexe fermé Co de {2(2Z), différent de l'espace 1*(Z) tout entier et du singleton {0}, 
tel que pour tout T' € A, on a Exp(T”}(Co) € Co. 


1. Montrer que si Q est un cône fermé différent de l'espace {3(Z) tout entier et du singleton {0}, 
l'algèbre Ao satisfait l'hypothèse (H). 


2. a) Montrer qu'il existe p € Co\{0} et w € P(Z)\{0} tels que < w,T—p >< 0 pour tout x € Co 
(on utilisera la question I.4.4). 


Pour tout T° € À, on définit une fonction gr de R dans R par 


prs) =< w,Exp(sT)(p) >. 


b} Montrer que gr est une fonction développable en série entière. 

c) Montrer que dr(s) < dr (0) pour tout s € R. 

d}) En déduire que < w, T{p} >= 0 pour tout T € À. 

On continue à désigner par p le vecteur obtenu dans cette question, jusqu'à la fin de la partie IV, | 


3, Montrer que s’il existe T € A tel que T(p) # 0, alors l'adhérence M de l'espace 
Mo = {T{p);, T € A} est un sous-espace vectoriel fermé, distinct de l’espace {2(Z) tout entier et 
du singleton {0}, tel que T(M) © M pour tout T € A. 


4. Montrer que ai T(p) = 0 pour tout T'€ À, Îa droite vectorielle D engendrée par {p} vérifie que 
TD} € D pour tout T € A. 


5. En déduire que si À est une sous-algèbre qui satisfait (H}, alors il existe un sous-espace vectoriel 
fermé V, distinct de l’espace [2(Z) tout entier et du singleton {0}, tel que T(V) € V pour tout 
T'E A. 


V. Sous-espaces bi-invaxiants de shifts à poids 


On note 14(Z) l'espace vectoriel complexe des suites z = (zx)nez de nombres complexes indexées 


par Z telles que 
1/2 
Ike = [5 tu < co. 
& 


On rappelle que 1s fonctionnelle définie ci-dessus est une norme sur l’espace {2.(2). Pour x € 12(Z) 
et y € I& (2), on pose 


<aYy>= SC Exve. 
kEZ 


On admettra sans justification que l'on définit ainsi un produit scalaire hermitien sur 12(2Z). 
Soit {Ax)kez une suite de nombres réels vérifiant la propriété suivante, notée (B) : 


O<inf{au; ke 2} < sup{au: k € Z} < oo, (B) 


1. Pour x = (#2) € 1 (2), on définit une suite S{x) de nombres complexes indexée par Z en posant 
pour tout k€ Z, 
She = Às-itar. 


Dans le cas particulier où À4 + 1 pour tout & € Z, on définit $1 par 
Si(E)r = Zr-1. 


Soit (u)kez une suite de nombres réels satisfaisant (B), et soit S Popérateur correspondant. 
Montrer que $ définit une application linéaire continue inversible de {2,(Z) sur 4£,(Z), dont l'inverse 
51 est également continu. 


2. On définit une suite (wr}rez de la façon suivante : 
(i} wo = 1; 
(i) Pour tout £e Z, #Eti à, 
Lo" 


Soit F l’espace vectoriel des suites y = (ys)kez de nombres complexes indexées par Z telles que 
{k; 1x % 0} soit fini. On considère l'application linéaire  : F F définie par 


Wyhk = wige 


| pour tout & € Z. Montrer que 
SW{y) = WSi(y) 


pour tout y € F. 
3. On suppose, dans cette question et jusqu'à la fin de la partie V, que pour tout &k > 0,ona 


À = (A4) 


8. Montrer que wy = 15.4 pour tout &k € Z. 


b. Soit E = {re l(Z): at pour tout k € Z}. Montrer que la famille (E(i)}jez de vecteura 
de E définie par : 


(Gi) e(0)o = 1, e(0}s = 0 sinon, 
(ii) si 5 > L e(je = 3 si k= +, e(j)g = 0 sinon, 
À mi 
iii) si ÿ & —1, (jh = — gi ke }, EÛf Fm —2 Si ke ….ÿ e(j = 0 sinon, 
(ii) si (}e 73 Jr E(i}e A J, €(}k 
est orthonormée, En déduire que E est un “space vectoriel réel isométrique à l’espace /2(Z). 


4. Pour tout y = (vk)rez € F, on note # le polynôme trigonométrique défini par 


(0) = Set. 


kez 


Montrer qu'alors y € E si et seulement sit) ER pour toutte R. 
5. On définit les applications linéaires 


C= 51545" 


et 1 
= a — I 


a. Montrer que C(E) € E et que D(E)CE. 


b. On pose 
P={Wi(yl; veFet VER, {the R*'} 


Montrer que P C E et que, pour tout z == (zx}eez de P, on 8 # > (. 


Établir que (1— CYP) € P, que (1+C)P)C P, que (1 D}(P) C P et que (1+ D}(P)c P. 


c. En déduire qu'il existe un sous-espace vectoriel fermé M de Æ, distinct de {0} et de l’espace E, 
tel que C(M) C M et D(M) C M (on utilisera en particulier les questions IET.4 et IV.5), 


6. a. Montrer que si (u,v) € E£?, on a {|u + iv? = [Jul]? + fu]? 


b. On pose J = {u+iv; (u,v) € M?}. Montrer que J est un sous-espace vectoriel fermé de Pespace 
vectoriel complexe IL (2Z), distinct de {0} et de {2,(Z), tel que S(J) © Jet SH) € J. 


VI. Sous-espaces bi-invariants fonctionnels, 


On garde les notations et les hypothèses de la partie V, questions 1 et 2, On suppose à présent que 


| Du? < 00. 


kEZ 


1. Montrer que pour tout x € {2 (2), on a 


Ÿ, lo zal < oo. 


kEZ 
2. Pour tout x € IL (Z) et tout £ € R, on pose 


Q(z)(t) = Su" tageftt 
kez 


et pour tout #0 € R, on définit 
Mi, = {x € 16 (Z) ; Q(x)(to) = 0} 
Montrer que M4, est un sous-espace fermé de 12,(2), distinct de {0} et de l’espace {2 (2) tout entier. 


3 Montrer que S(44,,) € M4, et que S—1(M,,) C M. 


4. Montrer qu'il n'existe pas de sous-espace de dimension finie X de 12,(Z) distinct de {0} tel que 
S{X)CX. ; 


